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•
U radu ee biti prezentovan numeridki aspekt reenja sistema obienih linearnih diferencija/nih
jednacina sa promenljivim koeficijentima, koje opisuju strujanje suspenzije izmedu dva saosna
ci/indra, od kojih unutrasnji miruje, a spoljasnji rotira konstantnom ugaonom brzinom. Resenje
ovh jednacina pronadeno je metodom obi&nih konacnih razlika, a zatim su kroz odgovarajuce
skupove tacaka (cvorove) provuceni interpolacioni grafici.
Kljune rei: strujanje supenzije, numericko reenje, identifikacija resenja

I. POSTAVKA MATEMATICKOG MODELA
STRUJANJA SUSPENZIJE IZMEDU DVA
SAOSNA CILINDRA
Na slici I. prikazana su dva saosna cilindra, od

kojih unutrasnji miruje, a spoljasnji rotira kons
tantnom ugaonom brzinom (w), dok se izmedu njih
kreee suspenzija odredenih fiziCkih svojstava. Polu
precnici ovih cilindara su respektivno, unutrasnjeg
r,), a spoljasnjeg r).

(J)
...--:-----

(I)

(2)

gde je a, =const> 0 i a, =const> 0.

Granini uslovi za prethodni sistem jednacina
glase:

v)..,=l)=v,=0, (3)

_,_.j vr).,=v)=v,=no, (4)

wc)l..,=wl,)=,=0, (5)

w).,=wlJ==0 (6)

S/ika I - Uproseena funkcionalna §ema kretanja
suspenzije izmedu dva saosna cilindra

Matematicki model strujanja suspenzije, opisuje
polje brzine kretanja suspenzije (v) i polje brzine
mikrorotacije suspenzije (w), u zavisnosti od potega
(r) i definisan je sistemom od dve obicne lineame
diferencijne jednacine drugog reda sa promenljivim
koeficijentima, koje poseduju sledeeu formu [!].

Adresa autora: dr Aleksandar Dedic, Surnarski
fakultet, Kneza Viseslava 1, 11030 Beograd

Rad primljen: I 9. 03. 2009.

Granicna kontura na kojoj sistem jednacina (1) i
(2) uz granicne uslove (3), (4), (5) i (6) vazi, pred
stavlja duz na potegu (r), u rasponu od unutrasnjeg
(r,), do spoljasnjeg (r), poluprenika nepokretnog i
pokretnog cilindra, sto je prikazano na slici 2.

0

[ ,
Slika 2- Granidna kontura za sistem jednacina (I) i

(2) uz granidne uslove (3), (4), (5) i (6)
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2, POSTUPAK NUMERICKOG RESAVANJA
DIFERENCIJALNIH JEDNACINA KOJE
OPISUJU STRUJANJE SUSPENZIJE IZMEDU
OVA SAOSNA VALJKA

Iako je sistem diferencijalnih jednacina (!) i (2),
uz granine uslove (3), (4), (5) i (6), analiticki resiv
[2], ovde ee biti prezentovano numeri'ko resenje
ovog problema.

Pre nego sto se pristupi resavanju ovog problema,
-zvrsice se snizavanje reda sistema jednacina (!) i (2)

a drogog na prvi red, poznatom "metodom Kosija",
tako Sto ee se definisati sledeee zavisno promenljive
[3]:

a(r)= v(r), (7)

a.% (8)

c(r) = w{r). (9)

d(r)= dw(r)_ (JO)
dr

Diferencirajuci jednacinu (7) po nezavisno
promenljivoj (r) i uzimajuei u obzir jednacinu (8),
sledice:

da(r) = b(r).
dr

Analogno prethodnom, diferencirajuci jednacinu
(9), takode po nezavisno promenljivoj (r) i uzimajuei
u obzir jednacinu (10), sledie:

9-s» (12)

da(r) = b(r), (I5)
dr

db(r) I I a,
--=,a(r)--b(r)+--d(r). (161
dr ,-· r I+ a, 1

%2-uo co
dd(r) a, I=a(r)-a,b(r)+ 2a,cr)--d(r). (18)
dr r r

Granicni uslovi (3), (4), (5) i (6), shodno
promenama u strukturi jednaeina (1) i (2), postaju:

av)l..,=al,/=a, =0, (19)

(20)

(21)

(22)

Kompletan algoritam numeriCkog resavanja sis
tema jednacina (15), (16), (17) i (18), uz granicne
uslove (19), (20), (21) i (22) i granicnu konturu sa
slike 2, bice zapocet definisanjem "rnreze", tj. Deo
bom granine konture na sekvence, shodno usvo
jenom koraku integracije (t.). Granicna kontura sa
slike 2, definisana kao "integraciona rnrt¥1ll') prika
zana je na slici 3.

0 i-=o i=1 i=2 l=k-1 l=k ►r

I:
..I I I

.I
fo

Ix 0
Uvajavajuei jednaine (7), (8), (9) i ( I 0), jedna

cine (I) i (2) ee poprimiti sledeeu formu:
S/ika 3 - I11tegracio11a mreia, defi11isa11a za re§avanje

sistema jednacina (I5), (16), (17) i (I8), uz
granine uslove (19), (20), (21) i(22)

VeliCina koraka integracije iznosice:

a•'
II

(23)

Jednacine (11), (12), (!3) i (14), cine sada sistem
od 'etiri obi'ne lineame diferencijalne jednaCine
prvog reda sa promenljivim koeficijentima, koje
sakupljene na jednom mestu glase:

gde je velicina (11) jednaka broju koraka duz granicne
konture.

Izvodi veliina a(r), b(r), c(r) i d(r), zamenjeni
obicnim konacnim razlikama, definisani su na sledeei
nacin (4]:
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da a,a,,
dr ::::-LI-, (24)

db b, -b,_,,, _
dr ,1 '

(25)

Gomji algorilam lreba sprovesti za (i = 3), (i= 4),
... , (i = k-1), pa sve do (i = k).

Konacno za (i = k), jednacine (28), (29). ( 30) i
(31) glase:

(41)

de"' c, -c,_1,
dr ,1

(26)

dd d,-d,,_,,, _
dr ,1

Zamenom izraza (24), (25), (26) i (27) u
jednacine (15), (16), (17) i (18), sledice:

(27)

a,-a,-4·b,=0, (28)

(43)

(44)

Nepoznate velicine u gomjem sistemu lineamih
algebarskih jednacina su:

c,-c,-•d,=O,

(31)

Gomji numericki algoritam za izracunavanje
velicina (a, b, c i d), vazi za sve tacke na "mrezi", u
rasponu od:

(30)
bo, d, za r = ro

@, b,, c, d,, za r = lj

Gz, b, C3, dz, za ,. =r,

ak-1 • , Ck-I• dk-1 • za /' = rk-1

b, d, za r =r,

i=(J-,.k). (32)

Za (i = 1 ), jednacine (28), (29), (30) i (31) glase:

a, -a0 -,1-b0 =0, (33)

LI LI a1 d Ob,-b,-a+-b»,,'4 o = ,

@ " " "
c-c,-4·d, =0,

(34)

(35)

Za (i = 2), jednacine (28), (29), (30) i (31) glase:

a2-a1 -L1-b1 =0, (37)

,1 ,1 a, dbz -b, -zal +-b, ---,1 • 1 = 0,r r I+a,
(38)

Sistem lineamih algebarskih jednacina (33) -,.
(44), napisan u matricnoj fonni poprimice sledeci
izgled [4]:

(49)

U prethodnoj matricnoj lineamoj algebarskoj
a

2
L1 d jednacini (49), kvadratna matrica (A) i matrice kolone

d,-d,+=d·a+a,db,-2a,d·c, +- 1 =0.n (ao (±)iQ),imaju oblik prikazan u tabeli I.

(39)

Velicine (a0,c0,ak ick) su zadate granicnim
uslovima (19), (20), (21) i (22), dok vrednosti potega
(r) u odgovarajucim tackama na "integracionoj
mrezi" iznose:

r1 = r0 +L'.I, (45)

r2 = r0 + 2 • LI, (46)

rk-l = r0 + (k-1)· LI, (47)

r,=r+ k • LI. (48)
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Tabe/11 I - Razvije11i oblik 111111ric11e /i11eame algebarskejed11acine (49)
i i

j j I j j l

, { • io.1..}o... i0..}0.a
; i

I j I I j i
---·-·--- !---------· 1 -------·-·1 ----, --------- ,---·-· _t - •

j I j l

! I I j i j i
0a ; a i ' .. i 0.. i0,i.,

I I I I

j I i j j j
- ---- ----~-. -- --- . - . ~-- ----- -- -~- ---~ ---· --- • -i -- - --- -~---. - -- •

I I I I I
I i j j j j

0
; 0 ; A2 ; ; 0 ; 0 ; 0

4.r2 j 4x4 i -h4 i •• i 4.t4 i 4.t4 i 4.:r2
i i i i i i
i i i i ; i

A== -- -------1- · - -- ---- ·i·-·-· -·-· --j-·---r-· -· - - -· -;- ·- ·-----r-· -· - • - •
' i i i i ;i ' i

; ii ... i
i r i

-----·-· -~- -- ·- - - --· !-- -- -- --· --~-- --~-----. - • -~---· -- ---~--- -- -- •
I I I I

l j j i i I

0 ; 0 ; 0 ; i 4° i / i 0
4.x2 i 4.r4 i 4.:r4 i ... i 4.r4 i 4.:r4 i 4x2

' i i i i i
I j j i j j

---------;-----------r----------r----r---------i---------r--------
; i i i i i
i ii i } n!

0., } 0 }0.. ii0..}4a} ca
i i i i i i
' i i i i i

b
_<'2 _
a,
b,
c,

_ _d} _
a3

b

C.2

da.
Ilk-I

bk-I

Ck-I

.A! __
b
d,

__j__
g
I,
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0-·-a-·
0
k
0-·T
0

; (50)

Pojedine "submatrice"i ostale nepoznate velicine u gomjim matricama su:

-/::;, 0 -I -/::;, 0 0- - a1/::;. /::;, ;) 0 _ a4A
---r

4%.=
1+a, A;,,=

r, 1+a,

0 -/::;, 0 0 -1 -/::;,

a,/::;. ;) a,/::;. a,A -2a2/::;. )
r

-I -/::;, 0 0
/::;, (~-1) 0

_ aA 0-,
A:,, = ... ; A:;; = ...4= rk-1 i- l+a, (51)

0 0 -I -/::;,

a,4 a,/::;. - 2a,A ( /::;, )--1- '-i

0 0 [ 0 0

!]I 0 0
I,,,=

0 0' 0

0 0 0

l
o oj lo

0 0 0

O _ 0 0 . 0 0 0 0-:" 0 0 0
0 0 0

(52)

(53)

e= an, (54)

L1
f=5ao, (55)

ro

g =co, (56)

a34 (57)
h=-a,+2a,4,r
k=-a, (58)

l=-c,- (59)
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Treba napomenuti da dimenzijc matrica A, ( J: Ji
(1'. ), zavise od broja koraka intcgracije. Svaki korak
vise, uvecava dimenzije matrice (A) za (4) po vrsti i
(4) po koloni, dok se dimenzije matrica (,!) i (,1'.)
uvecavaju za (4) po vrsti.

Nepoznata matrica kolona ( J:) moze se dobiti
resavanjem matricne lineame algebarske jednacine
(49) na sledeci nacin (4]:

(60)

Osnovni problem prilikom resavanja gomje
matricne jednacine je kako pronaei inverznu matricu
(A·\ kvadratne matrice (A) i zatim je pornnoziti
matricom kolonom0)

Sto je broy koraka numericke integracije veei,
demenzije matrica (A) i (~) su ,·ccc pa jc samim tim
i problem slozcniji. Tacnost numerickog rcsenja pak
raste sa veim brojem koraka. pa je sa te strane
posmatrano pozeljnije da matricc (A) i ( ,1'. ), budu Sto
veeih dimenzija. Zahtevi u pogledu tacnosti resenja
su protivurecni i ustvari su limitirani mogucnostima
odgovarajuceg hardvera I softvera digitalnog
racunara koji treba da izracuna Hednosti matrice
kolone (:! ).

Izracunate vrednosti matrice kolone (:! ), zajedno
sa granicnim uslovima (19), (20), (21 ), (22), treba
srediti tabelamo na nacin prikazan u tabeli 2.

Tabela 2 - • Vrednosti matrice ko/one (), zajedno sa granicnim uslovima• r a= v(r) b = dv(r) c = w(r) d = dw(r)
dr dr

ro a0 = 0 b, c = 0 do

,;=10+.1 a, , c, d,

r,=r+2A a, , c, d, (61)

... ... ... ... ...
,=r+(k--2)4 a,-2 ,, C,-± d

• r1_1 = 10 + (k - I )-1 ak-1 bk-I Ck-I dk-1
r,=r +kA a,=r,0 , c, =0 d

Na kraju potrebno je jos formirati interpolacione
zavisnosti za veliine vr), dv(r)/dr, w(r) i dw(r)ldr u
funkciji od potega (r), i nacrtati njihove grafike.
Ovde ee biti prezentovani rezultati prethodne analize
• u slucaju daje:

a, = JO, (62)

a,= JO, (63)

0 = JOO, (64)

r,= 0,004, (65)

rk = r10 = 0,0048, (66)

11 = JO(k=n = JO), (67)

n- av 0,0048 - 0,004
4-',=,= 1o

r1 = r0 + L1 = 0,004 + 0,00008 = 0,00408,

r1 = r0 + 2L1 = 0,004 + 2 • 0,00008 = 0,00416,

r,=r,+ (k - I)• LI=
= 0,004 + (I0-1)-0,00008 = 0,00472,

'i< = r0 + k LI= 0,004 + 10 -0,00008 = 0,0048.

(70)

(71)

(72)

(73)

(74)

(75)

(76)

Treba reci da posto je odabrano da broj koraka
numericke integracije bude (11 = I 0), dimenzije
kvadratne matrice (A) iznose (40x40) dok dimenzije

0,00008, (68) matrica kolona (,!) i (_,1'.) iznose (40xl). Shodno iz-

nesenoj numerickoj proceduri koja je izvedena u pro-
(69) gramskom paketu EXCEL 97, rezultati proracuna su

sredeni u skladu sa tabelom 2 i prikazani u tabeli 3.
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Tabela 3 - Vred110s1i br::ine i mikrorotacije suspenzije u zavisnosti odpotega (,)

r v/r) dv(r)/dr w(r) dw(rl/dr

r,=0,00400 0 650,5173162 0 2,426292071
r,=0.00408 0,052041385 637,5071463 0,000194103 1,857352376
r,=0,00416 0,103041957 625,2572440 0,000342692 1,300724103
r,=0,00424 0, 153062537 613,7095013 0,000446746 0, 755689170
r,=0,00432 0,202159297 602,81125 72 0,000507205 0,221584274
r,-=0,00440 0,250384197 592,5146970 0,000524931 -0,302204240
r,=0,00448 0,297785373 582,7763260 0,000500755 -0,816244935
r;=0,00456 0,344407479 573,5565099 0,000435455 -1,321065351
r,-0,00464 0,390292000 564,8190707 0,000329770 -1,817155642
r,=0,00472 0,435477525 556,5309314 0,000184398 -2,304971825
r,a=0,00480 0,480000000 548,6618020 0 -2,784938707

(77)

Grafici veliina vr), dv(r)ldr, w(r) i dw(r)ldr, prikazani su na slikama 4, 5, 6 i 7.

v(r)

02

./
V

/
/

/
/
/

./
./
/

0.00J9 0.004 0,0041 0,0042 0,0043 0,0044 0.0045 0,0046 0,00-47 0.()()(8 0,0049

Stika 4 -Grafik veline v(r) u zavisnosti adpotega (r)

dv(r)/dr

"'
640

620

600

$60

560

" "~
~......

"' I"-......
~I"-.

~

'"0.0039 0,004 0,0041 0.0042 0,0043 0,0044 0,0045 0,0046 0,0047 0.0048 0,004!1

Stika 5 - Grafik vetici11e dv{r)ldr u zavisnosti odpotega (r)
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w(r)

O,OOOG

0,0005

0,0004

0,0003

0,0002

0,0001

•

I I

!.,,- --.... I -- - ---·-- -
!/ ~I i

I i\ I

I I
/ \ I

'I

I I
J I i

I :\ I

I
I
I

I I

~
I
I

0,0039 0.004 0,0041 0,0042 0,0043 0,0044 0,0045 0,0046 0,0047 0,0048 0,0049

Slika 6 - Grafik velicine w(r) u zavisnosti od potega r)

dw(r)/dr

!

-2• -3

I'---. ....___

D
~

I'--...
o.o 41 0,043 'o:irt 0,047

I
0.c,039 0,(04 0,0 42 0,0 46 0,c048

~
'------

--~1

" -ail

Slika 7 - Grafik velicine dw(r)ldr II zavisnosti od potega {r)

3. ZAKLJUCAK

Rezultati numerickog postupka resavanja sistema
diferencijalnih jednacina (!) i (2), prikazani kroz
grafike velicina (v), (dvldr), (w) i (dw!dr), pokazuju
izuzetnu tacnost i slaganje sa ocekivanim
ponasanjem.

Kao potvrda ispravnosti celokupnog postupka,
treba naglasiti slaganje "ponasanja" velicina v(r) i
dv(r)!dr, odnosno w(r) i dw(r)/dr. Posto na intervalu

(r0 -e-rk) velicina v(r) monotono raste, njen prvi izvod
mora biti vei od nule, Sto je sa grafika dv(r)ldr
evidentno. Osim toga, na delovima intervala (r +r),
gde veliina w(r) raste, njen prvi izvod dw(r)/dr je
veei od nule, gde veliina w(r) opada, njen prvi izvod
dw(r)/dr je manji od nule, Sto je ocekivano
ponasanje. Shodno tome, tacka maksimuma velicine
w(r), odgovara nuli velicine dw(r)ldr.

Pored toga, ovde prezentovani rezultati u pot
punom su skladu sa rezultatima prikazanim u radu
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[] Razlike u vrednostima velieina v(r) i w(r) izmedu
analitickog i numerickog resenja su zanemarljivo
male, tj razlike u slucaju brzine v(r) su (I0), od
nosno u slu'aju brzine w(r) su (I0").

O::nake:
v(r) - Brzina kretanja suspenzije, (mis)
w(r)- Brzina mikrorotacije suspenzije, (mis)
r - Poteg, (m)
a 1 - Konstanta,

a 2 - Konstanta,
) - Ugaona brzina, ( 1/s)
A - Korak numericke integracije, (m)
n - Broj koraka numericke integracije
A - Kvadratna matrica

,:I - Matrica kolona

2:'. - Matrica kolona

Donji indeksi:
o- po¢etni
k - krajnji
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•
SUMMARY

NUMERICAL SOLUTION OF DIFFERENTIAL EQUATIONS OF FLUID FLOW
SYSPENSION BETWEEN TWO COAXIALE CYLINDERS

In this paper numerical solution oflinear differential equations with variable coefficients which
treatsfluidflow suspension between two coaxiale cylinders was presented. The internal cylinder
was still and the external one rotated with constant velocity which was very often case in
practice, due to heller mixing the components. The solution was found in the form offinite
differences andfor the representative number ofnodes the interpolation curves were introduced.
Key words: suspensionflow, numerical solution, identification
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