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Analiticki aspekt reSenja diferencijalnih jednaéina
strujanja suspenzije izmedu dva saosna cilindra

Dr BOSKO JOVANOVIC, Matematicki fakultet - Beograd,

C 4 Originalni naucni rad
dr DUSKO SALEMOVIC, Viza tehnicka Skola, UDC:532.511:517.923:621.825-523.6=861
Zrenjanin, dr ALEKSANDAR DEDIC, Sumarski

fakultet - Beograd

U radu Ce biti prezentovan analiticki aspekt reSenja sistema obicnih linearnih diferencijalnih
Jednacina sa promenljivim koeficijentima, koje opisuju strujanje suspenzije izmedu dva saosna
cilindra, od kojih unutrasnji miruje, a spoljasnji rotira konstantnom ugaonom brzinom. Ovo je
Cest slucaj u praksi gde se na ovaj nacin postize bolje mesanje i stvaranje homogene suspenzije
(smese). ReSenje ovih jednacina pronadeno je u formi specijalnih Beselovih funkcija nultog i
prvog reda. Rezultati analitickog postupka su prikazani graficki za neke konkretne karakteris-
ticne vrednost, i pokazano je dobro slaganje rezultata dobijenih analitickim postupkom sa ocek-

vanim.

Kljuéne reci: analiticko resenje, suspenzija, Beselove funkcije

1. POSTAVKA MATEMATICKOG MODELA
STRUJANJA SUSPENZIJE IZMEDU DVA
SAOSNA CILINDRA

Na slici 1. prikazana su dva saosna cilindra, od
kojih unutrasnji miruje, a spoljasnji rotira konstant-
nom ugaonom brzinom (@), dok se izmedu njih krece
suspenzija odredenih fizickih svojstava. Poluprecnici
ovih cilindara su respektivno, unutrasnjeg (r,), a spo-
ljaSnjeg (7¢).

O}
T

Slika 1 - Uproscéena funkcionalna Sema kretanja
suspenzije izmedu dva saosna cilindra
Matematicki model strujanja suspenzije, opisuje
polje brzine kretanja suspenzije (v) i polje brzine mi-
krorotacije suspenzije (), u zavisnosti od potega (r)

Adresa  autora: dr Aleksandar Dedi¢, Sumarski
fakultet, Beograd, Kneza Viseslava 1

Rad primljen:

i definisan je sistemom od dve obi¢ne linearne di-
ferencijne jednacine drugog reda sa promenljivim
koeficijentima, koje poseduju sledecu formu [1]:

"L:}+rﬂ—-v—- 4 r:ﬂ‘i:(). (1)
dr’ dr l+a, dr
a,rﬂ+a_,v+r11—‘,‘: +ﬂ—2a.,rw=() 2)
- dr- r

gdeje a, =const >0 i a, =const >0 .

Grani¢ni uslovi za prethodni sistem jednacina glase:

W1 )y =0 ) =95 =0, 3)

W)l = v(0) = vi =3, @

r=n =

W(r),nro:w(ro):“’o =0, (5)

“’(r)lr=rA = W('})= w, =0. (6)

Grani¢na kontura na kojoj sistem jednacina (1) i
(2) uz grani¢ne uslove (3), (4), (5) i (6) vazi pred-
stavlja duZ na potegu (r), u rasponu od unutradnjeg
(7o), do spoljadnjeg (%), polupre¢nika nepokretnog i
pokretnog cilindra, $to je prikazano na slici 2.
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Slika 2 - Granicna kontura za sistem jednacina (1) i

(2) uz granicne uslove (3), (4), (3) i (6)

2. POSTUPAK ANALITICKOG RESAVANJA
DIFERENCIJALNIH JEDNACINA KOJE
OPISUJU STRUJANJE SUSPENZIJE IZMEDU

DVA SAOSNA CILINDRA
Iz jednacine (1) sledi:
_a,_-_ét_:_d;’v Id v )
EC o dia e e dr
odnosno,

a, dw d(dv_'_v)- ®
l+a, dr dr\dr r

Neposrednom integracijom gomje jednaéine, dobija
se:

d
w=—+—+C,, 9
I+a, e &

gde je (C,) konstanta, koja ce biti odredena kasnije.
1z jednadine (2), sledi:

(dv v) d’w dw
ar|—+—|+r—ms+—
I ar’

- 2a,rw=0.
Ry dr

(10)

Zamenom jednadine (9) u jednafinu (10), sledice
dalje:

e i 0 )
I+a, dr’ dr
odnosno,
2 )
rd?+?+a (Ia —2]rw a,Cr
dr r +a, (12)
tako da konacno sledi:
d’w dw 2+a,
- el =a,C,r. 1
dr?  dr a’l+a,rw Sl &

Ukoliko se uvede nova konstanta (), definisana
slede¢im izrazom:

5
f= a0 (14)
1+a,
jednacina (13), poprimice sledeci oblik:
d W+ih—'+/1/w a,Cr. (15)
d S

Opste reSenje homogenog dela gornje jednacine
(16)

moze se predstaviti cilindricnom funkcijom nultog
reda [2]:
wi(r)=2,({Br)=

RN ANST A e

U gomjem izrazu sa (J, ), oznacena je Beselova
funkcija nultog reda, koja je definisana kao:

1 ()
J ,
(= 23]

dok je sa (Yy), oznacena pridruzena Beselova funk-
cija nultog reda, koja je definisana sa:

(18)

Y.,(x)=flo(x)h{f;—")—

L k] (2)°
o(k!)? [:2:/!)(2]

Sa (y), oznaCena je Ojlerova konstanta, koja
glasi:

(19)
2=
s =
T k=0

y=0,577215665 (20)

dok su sa (Cs) i (C4), oznagene proizvoljne konstante.
Lako je proveriti da jednacina (15) ima parti-
kularno resenje u obliku konstante:

l+a,
2+a,

w,(r)=-C, (1)
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Ukupno resenje jednacine (15) predstavlja zbir  odakle sleduje:
homogenog 1 partikularnog reSenja. odnosno:
NN o
I+a ),‘(\1/:1', ) ),(V/.r }

W) =y (1), () 22 i p) ks
tako da sledi: 2
sotion Ll pr,)-J,pr, ) o
( l+a, { o R D i o
wir) = C,d, WBr )+ 1, Br)-c, - 2+a,
O3
gde je:
Konstante (C;) i (C,), odreduju se iz grani¢nih
uslova (5) i (6), odnosno: D=J, N/T’r,, b’,, (\//_3"; )—
wr,)= r, |+
[) 370 0]+a —-J,,(\//-fl“ )Yu( /]l',,)
+ C,},,( ;,,) L=0
i (24)  Zamenom izraza (23) u jednacinu (9). sledice:
w( —CJ(/}r)+ LA =
g St Y da r Il+a
e ( ) I +a, ot 25)
+ pr, =
aaT e, (JBr)+ .1, WBr ) - 2
IE029)
Opste reSenje gornje jednacine, glasi [2]:
/ !
) 1+ :Ir ]
v(r):e'l’ {C +J' [CJ( r)+C Y( r)]e’ dr - 7C e’ drp
(30)
odnosno,
1 l+a, ,
v(r)_:—{C., + S rjo(ﬁr)ir+C,ero(\/,—B-r)1r]— G, s Ly }
® £ : 31)
Koristei relacije iz literature [3]: ;
y Bl gde je sa (J;), oznadena Beselova funkcija prvog reda
Ix.]o (x)dx = xJ,(x) +const, (32) e
s 3G ,(") (34
J.xl/(,(x)dx=x}’I (x) +const, (33) (R

a sa (Y)), oznadena pridruzena Beselova funkcija prvog reda

2 ) 2 1 2a b el XJ”“” 35
Y,(x)—”-/,(x)ln(zj w0 ikl (k+ 1)1\ =) 2k+2][ ' o

jzraz (31), moze se dalje transformisati na slede¢i na¢in:

wr) = s L 2le o, [+ ColBrn B} 2 Ey
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Treba napomenuti da su u konstanti (C,). ve¢ uracunate konstantne integracije, definisane 1zrazima (32) i
(R}

Imajuci u vidu relaciju (14), izraz (36) poprima sledeci oblik:

\‘(;-)=C_~ﬂ..__—.[( J(fr)«»(‘ Y(‘[—r)] C I”"r. (37)

Konaéno, imajuéi u vidu izraze ((26) i (27), prethodni izraz poprima konacni oblik:

1S, attzas W) 2B g, (5

! )
a,(2+a,)

To(Bro ) J,\pr:) ! %
a,(l+a,) 0 T o WA +a,
’a_‘l(_1+(xll)z ¥ \/_YI(‘/— ) 'Tal,’
Konstante (C,) i (C,), odreduju se iz grani¢nih uslova (3) i (4), odnosno:
\-(r0}=§;'_cl o, (l+a;) Y"( 'k) y”(‘/_ )‘/——J [\/— )
”’Z“’)) )
a(l+a,) JoWhra)=Jo */_ I+a e
¥ a_(7+al) . ‘/_Yl( ’0) /~ II =0
\'(r‘)z.&_cl /(l+al) Y( rk) (‘/— )\/_J (‘/—' )
T a,(7+a,) o
% J
st LA )
odakle sleduje,
T -{“ﬂ;ﬁﬂ” i -ri o

[Y (*/_"o Yv(\/_’k)][ BrJ ) w/—’a (‘/—o)] )
+ o B )- 74 B | By ( )~ B2, ([Bra )|

C~C a,(l+a,)’ 1 a_,(2+a,)Dr0_,_
a,(2+a,)° D

a;

‘[Ya( ﬂ’o)‘ YO( ﬂ’k)]'\/z’ajl(\/ﬁ’o)‘lh( ﬁ’k)‘Jo(\[E’a)]'ﬁ’oy/(\/ﬁ'b)} (42)

Radi preglednosti, na jednom mestu ¢e biti izloZeni rezultati postavljenog problema.

Resenje sistema diferencijalnih jedna€ina (1) i (2), uz graniéne uslove (3), (4), (5) 1 (6) i graniénu konturu
sa slike 2, definisano je izrazima (38), (23), (14), (28), (41), (42), (26), i (27). Ovo resenje glasi:

o 2 ") L) g, (7)-
’ ’ (43)

_c ull+ae) _Ja( ﬂro) ( rk)J— ( r) 1+a, >

"ay(2+a,) D

4 MASINSTVO 57 (2008) 5
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WET) = ('.,J,,(‘//‘fr}+ ('4-/0(\//_/"/ —C, :+ = :
it (44
Gy 2+a, ;
) (43)
D=Jll(\/z"0)yn('\/z"k)_']n(\//7’k )ya(\/_ﬂ_"g/- (46)

el

£y :.A-’wa_.(2+a,)-’D{a_,(2+a,)D( )

)
o — rk.)"'
a,(l+a,) a,

+ [5,4Bro )~ Yo (Br ) B (VB )~ B (B )+
¢ +[JU(\/E’X)'Ju(ﬁ'b}]'[\//_ﬁ'k}’/(\/ﬁrt)—W/E"uyl(\/z"ﬂ)]}_l (47)

C, =G

a,(l+a,) I{a_,(.7+a,)D >
= r -

> 0
a,(2+a,)” D a,

-8~ vo B ) B (B ) - (VB ) - (NBr B Y Bra )} )

Vrednosti funkcija (v) i (w), sraunavane su u
C.=C l+a, Yo(\/ﬁl" I Yo(\/—ﬂ‘rﬂ) rasponu od (r5=0,004) do (r:=0,0048) sa korakom od
Sl D (4=0,00008), uz pomo¢ specijalno napravljenog prog-

2+a,
- (49) rama za sracunavanje Beselovih funkcija u prog-
Yy i} prog
ramskom jeziku FORTRAN 77. Rezultati ovog pro-
racuna, sredeni su tabelarno u Tabeli 1.
C=C l+a, .JO(\/E"O}_Ja(\[E’}-}
ST b D Tabela 1 - Vrednosti resemja za karakteristicne
’ - (50) vrednosti potega
Da bi se na konkretnom primeru ilustrovali r v(r) w(r)
grafici funkcija (v) i (w), usvojice se da je: 13=0,00400 0 0
r,=0,00408 0,051850249 0,000193484
a; =10 (1) I 2000416 0,102713263 0,000341726
r,=0,00424 0,152644920 0,000445651
a, =10 (52) ,=0,00432 0,201696960 0,000506133
15=0,00440 0,249917358 0,000523997
1=0,00448 0,297350664 0,000500025
1o = 0,004 (3 [T-000as6 0344038300 |  0,000434956
r;=0,00464 0,390018834 0,000329491
1, = 00048 (54) | 15=0,00472 0435328215 |  0,000184295
16=0,00480 0,480000000 0
=100 (55) Grafici veli¢ina (v) 1 (w), prikazani su na slikama
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Slika 3 - Grafik velicine v(r) u zavisnosti od potega (r)
w(r)
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Slika 4 - Grafik velicine w(r) u zavisnosti od potega (r)

3. ZAKLJUCAK Oznake:

Rezultati analitickog postupka resavanja sistema
diferencijalnih jednacina (1 i 2), prikazani kroz grafi-
¢ke velicina (v) 1 (w), pokazuju izuzetnu tacnost i sla-
ganje sa ocekivanim ponasanjem suspenzije. Koris-
¢enjem rezultata (43) i (44) mozemo u svakoj tacki
suspenzije koju definiSe poteg (r) da odredimo brzinu
njenog kretanja (v), kao i brzinu mikrorotacije (w)
suspenzije. Ovo je od posebnog znacaja za praksu jer

r - Poteg, (m)
a - Konstanta,
a, - Konstanta,
S - Konstanta,

® - Ugaona brzina, (1/s)

; Shl 2 EAZI R O ; Donji indeksi:
se poznavanjem ba$ ovih brzina moze uticati na bolje 0 - potetni
meSanje i stvaranje homogene suspenzije. e

6 MASINSTVO 57 (2008) 5

v(r) - Brzina kretanja suspenzije, (nvs)
w(r) - Brzina mikrorotacije suspenzije, (n/s)




)
B. JOVANOVICi ... ANALITICKI ASPEKT RESENJA DIFERENCIJALNIH JEDNACINA .

4. LITERATURA [2] E. Kamke - Differential gleichungen: Losungs-
| methoden und Lissungen, Leipzig 1959.

[1] Z. Golubovi¢, P. Cvetkovié, D. Kuzmanovi¢ ~ On
the Motions of Suspension with Nonsymmetric
Stress Tensor, Theoretical and Applied Mechanics,
17(1991)

[3] E. Janke, F. Emde, F. Losch - Tafeln Hoherer
Funktionen, B.G. Teubner Verlagsgesellschaft,
Stuttgart 1960.

SUMMARY

ANALYTIC SOLUTION OF DIFFERENTIAL EQUATIONS OF FLUID FLOW
SYSPENSION BETWEEN TWO COAXIALE CYLINDERS

In this paper analytic solution of linear differential equations with variable coefficients which
treats fluid flow suspension between two coaxiale cylinders was presented. The internal cylinder
was still and the external one rotated with constant velocity which was very often case n
‘ practice, due to better mixing the components. The solution was found in the form of special
Bessel's functions of zero and first row. The results were shown on diagrams for some
characteristic values, and the good agreement was achived between calculated and expected
results.
Key words: analytical solution, suspension, Bessel’s functions
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