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•
U radu i:e biti prezentovan analiticki aspekt resenja sistema obicnih linearnih diferencijalnuh
jednadina sa promenljivim koeficijentma, koje opisuju strujanje suspenzije izmedu dva saosna
ci/indra, od kojih unutrasnji miruje, a spoljafoji rotira konstantnom ugaonom brzinom. Ova je
cest s/11caj II praksi gde se 11a ovaj 11aci11 postiie bolje mefonje i stvaranje homogene suspenzije
(smee). Resenje ovih jednaina pronadeno je 11 formi ;pecija/nil, Bese/ovih funkcija multog i
prvog reda. Rew/tali analitic'kog postupka su prikazani grafiki za neke konkretne karakteris­
tine vrednost, i pokazano je dobro slaganje rezulata dobijenih analitiCkim postupkom sa ocek­
ivanim.
Kljuene rei: analiticko resenje, suspenzija, Beselovefimkcije

I. POSTAVKA MATEMATICKOG MODELA
STRUJANJA SUSPENZIJE IZMEDU OVA
SAOSNA CIUNDRA
Na slici I. prikazana su dva saosna cilindra, od

kojih unutrasnji mirujc, a spoljasnji rotira konstant­
nom ugaonom brzinom (w), dok se izmedu njih krece
suspenzija odredenih fizickih svojstava. Poluprecnici
ovih cilindara su respektivno, unutrasnjeg r), a spo­
ljasnjeg (r).

...---:--

•
Slika I - Uproseena funkcionalna ema kretanja

mspenzije izmeilu dva saosna cilindra
Matematicki model strujanja suspenzije, opisuje

polje brzine kretanja suspenzije (v) i polje brzine mi­
krorotacije suspenzije (w), u zavisnosti od potega (r)

Adrcsa autora: dr Alcksandar Dedic, Sumarski
fokultet, Bcograd, Kncza Viscslava I

Rad primljcn:

{ ,v,_ ,"a;' dr I+a, dr'

dv d' dwa,r-+a,v+r--, +--2a,rw=0
dr- dr dr

v(r) I =v) = v = 0r=no 0 0

(I)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

i definisan je sistemom od dve obicne lineame di­
ferencijne jednacine drugog reda sa promenljivim
koeficijentima, koje poseduju sledeeu formu [I]:

gde je a, = CO/ISi > 0 i al = CO/ISi > 0 .

Granicni uslovi za prethodni sis tern jednacina glase:

Granina kontura na kojoj sistem jednacina (I) i
(2) uz granine uslove (3), (4), (5) i (6) vazi pred­
stavlja duz na potegu (r), u rasponu od unutrasnjeg
r,), do spoljasnjeg r), poluprenika nepokretnog i
pokretnog cilindra, sto je prikazano na slici 2.
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Slka 2 - Granicna kontra za sistemjednaina (I) i

(2) uz granicne uslove (3), (4). (j) i (6)

Ukoliko se uvede nova konstanla ( (J), definisana
sledeeim izrazom:

(/4)

2. POSTUPAK ANALITICKOG RESAVANJA
DIFERENCIJALNIH JEDNACINA KOJE
OPISUJU STRUJANJE SUSPENZIJE IZME0U
DVA SAOSNA CILINDRA

jednaCina (13), poprimice sledeei oblik:

(15)

Izjednacine (I) sledi: Opste resenje homogenog dela gomje jednacine

a, dw d> I dv v--·-=-+-·---
/+a, dr d, r dr r'

odnosno,

(7)
d' dwr--+-+ (Jnv= a
dr dr

moze se predstaviti cilindricnom funkcijom nultog
reda (2]:

(/6)

•
a, dv v
-±+',,

/+a, dr r

(8)

Neposrednom integracijom gornje jednacine, dobija
se:

(9)

gde je (Ci) konstanta, koja ee biti odredena kasnije.
Iz jednacine (2), sledi:

woo-z.{@­
-cal»)cal)

U gornjem izrazu sa (JO), oznacena je Beselova
funkcija nultog rcda, koja je definisana kao:

3a(o)= Yi- ,
M(k! )" 2

(/7)

(/8)

(IO)

Zamenom jednaeine (9) u jedna'inu (10), slediee
dalje:

odnosno,

(II)

dok je sa (Y0), oznaccna pridruzena Beselova funk­
cija nultog reda, koja je definisana sa:

(/9) •
Sa (y), oznacena je Ojlerova konstanta, koja

glasi:

tako da konano sledi:

(/2)

y = 0,577215665 (20)

dok su sa (Ci) i (C4), oznacene proizvoljne konstante.
Lako je proveriti da jednacina (15) ima parti­

kularo resenje u obliku konstante:

dw dw 2+a,
r+-a,'r=a,,r.
dr1 dr I +a,

(/3) (2/)
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Ukupno resen1c jednac:inc ( 15) prcdstavlja zbir
homogenog i partikularnog resenja. odnosno:

tako cla sledi:

Konstante (C3) i (C4), oclreduju se iz granicnih
uslova (5) i (6), oclnosno:

(]2)

odaklc slcdujc:

gde je:

woo=ca{r,)
cake.)-c,'to

2+a,

(1n) !+a, •+C,A//r, -C,=0
2 + a,

Opste resenje gornje jednacine, glasi [2]:

(24)

(25)

(28)

Zamenom izraza (23) u jednaeinu (9). sledice:

dv v a,
-+-=--·
dr r l+a,

(29)

odnosno,

(30)

•Koristeci relacije iz literature [3]:

[J, (adr = x,(a) +canst,

[Y,(a)dr =Y,(8) +canst, (33)

(32)

(31)

gde je sa (J), ozna'ena Beselova funkcija prvog reda

(34)

izraz (31), moze se dalje transfonnisati na sledeci nacin:

a sa (Y 1), oznacena pridruzena Beselova funkcija prvog reda
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I 1L'i1a mpnm.:111111 da su u kunstanti (C1). vcc uracunatc konstantnc i11tcgracije, definisane zrazima (32) i
\ \\).

l111:1111c1 11 vidu rclaciju (14), izraz (36) poprima sledeci oblik:

C, a fjj f r;; r;; ] /+a,
,·(r) = --C.. -"2•[CJ,Br)+CY(«(r) -· C,--r.

r a, 2+a, 2+a,

Konacno, imajuci u vidu izraze ((26) i (27), prethodni izraz poprima konacni oblik:

o.,oar r.@}-z.@el#/2)-
r a,(2+a,) D

_ c, ai(.a ·.@.)-z.ls@! ta,ltL- C, I +<x, ,.
a,(2+a,)' D 2+a,

odakle sleduje,

c,

•l.lo.}-.\/0)} [✓PrJlo)-al@.}­
•.i)-.40.}40)-6±40.}}'

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)

•

•
Radi preglednosti, na jednom mestu ce biti izlozeni rezultati postavljenog problema.
Resenje sistema diferencijalnih jednacina (!) i (2), uz granicne uslove (3), (4), (5) i (6) i granicnu konturn

sa slike 2, definisano je izrazima (38), (23), (14), (28), (41), (42), (26), i (27). Ovo resenje glasi:

o.de,a.a y.ls@}-z.@ela,,to)-
r a,(2+a,) D

a i( l + a 1 ) Jo )-•40.) r;; ( r,; ) I + a 1 .
-C, ° ·-------vf3Y1 vf3r -C,--1,

a,(2+a,) D 2+a,

(43)
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(44,

-n,+«@,

- I+ a,
(45)

(46)

c,

• •la@-or}orao-a@l
•boo-@.i}{is@o-@roil}' (47)

(48)

t_,,
Da bi se na konkretnom primeru ilustrovali

grafici funkcija (v) i (w), usvojice se daje:

a, = I0 (5/)

(52)

(53)

r,= 0,0048 (54)

Vrednosti funkcija (v) i (w), sracunavane su u
rasponu od (r=0,004) do (r,=0,0048) sa korakom od
(t,=0,00008), uz pomoe specijalno napravljenog prog­
rama za sraunavanje Beselovih funkcija u prog­
ramskom jeziku FORTRAN 77. Rezultati ovog pro­
racuna, sredeni su tabelamo u Tabeli I.

Tabela I - Vrednosti resenja za karakteristine
vrednosti potega

r v(r) w(r)
r,=0,00400 0 0
r,=0,00408 0,051850249 0.000193484
r,=0,00416 0, I 0271 3263 0,000341726
r,=0,00424 0, 152644920 0,000445651
r,=0,00432 0,201696960 0,000506133
r,=0,00440 0,2499 I 7358 0,000523997

r,=0,00448 0,297350664 0,000500025
r,=0,00456 0,344038300 0,000434956
r,=0,00464 0,3900 I 8834 0,000329491
r,=0,00472 0,435328215 0,000184295
,,,=0,00480 0,480000000 0

Cu= 100 (55) Grafici velicina (v) i (w), prikazani su na slikama
3 i 4.
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Slika 3 - Grafik velicine v(r) u zavisnosti od patega (r)
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3. ZAKLJUCAK
S/ika 4 - Grafik ve/icine w(r) u zavisnosti od potega (r)

Oznake:

Rezultati analitickog postupka resavanja sistema
diferencijalnih jednacina (I i 2), prikazani kroz grafi­
cke velicina (v) i (w), pokazuju izuzetnu tacnost i sla­
ganje sa ocekivanim ponasanjem suspenzije. Kori5-
eenjem rezultata (43) i (44) mozemo u svakoj tacki
suspenzije koju definise poteg (r) da odredimo brzinu
njenog kretanja (v), kao i brzinu mikrorotacije (w)
suspenzije. Ovo je od posebnog znacaja za praksu jer
se poznavanjem bas ovih brzina moze uticati na bolje
mesanje i stvaranje homogene suspenzije.

v(r) - Brzina kretanja suspenzije, (m/s)
w(r) - Brzina mikrorotacije suspenzije, (m/s)
r - Poteg, (m)
a , - Konstanta,
a- Konstanta,
fJ - Konstanta,
co - Ugaona brzina, (1/s)
Donji indeksi:
o - pocetni
k - krajnji
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•

ANALYTIC SOLUTION OF DlffERENTIAL EQUATIONS OF FLUID FLOW
SYSPENSION BETWEEN TWO COAXIALE CYLINDERS

In this paper analytic solution of linear differential equations with variable coefficients which
treats fluidflow suspension between two coaxiale cylinders was presented. The intemal crlinder
was still and the extemal one rotated with constant velocity which was ve,y often cme 111

practice. due to belier mixing the components. The solution was found in the form of special
Bessel's functions of zero and first row. The results were shown on diagrams for some
characteristic values, and the good agreement was achived between ca/c11/(lfer/ and expened
results.
Key words: analytical solution, suspension, Bessel'sfunctions
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